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Bayesian state space model (BSSM)

R. Maxammadiyev, U. Djumanazarov, Sh. Mahmudov,
S. Abdug‘aniyev

Ushbu maqoladagi garashlar mualliflarning shaxsiy fikr va mulohazalari bo‘lib, O‘zbekiston
Respublikasi Markaziy bankining rasmiy pozitsiyasi bilan mos kelmasligi mumkin. O‘zbekiston
Respublikasi Markaziy banki magola mazmuniga javobgarlik olmaydi. Tagdim gilingan
materiallarni har ganday uslubda gayta ishlatish fagatgina mualliflar ruxsati bilan amalga
oshiriladi.

Annotatsiya

Ushbu magolada qisga vaqt gatorlari uchun ishonchlilik darajasi yugori bo‘lgan
parametrlarni baholashda samarali hisoblangan Bayesian state space model (BSSM)
tahlil qgilingan. Jumladan, BSSM ishga tushirish, Variational Bayesian M-step
(Maximisation), Variational Bayesian E-step (Expectation), logarifmik marginal
ehtimollik quyi chegarasining bahosini hisoblash, giperparametrlarni yangilash,
logarifmik marginal ehtimollikning quyi chegarasi bahosi giymatlarini taggoslash
bosgichlarida amalga oshiriladi. Mazkur magola O‘zbekiston ko‘chmas mulk bozorida
uy-joy narxlarining fundamental giymatini baholash anigligini oshirishda modellar
gamrovini kengaytirish magsadida tayyorlangan.

Tayanch so‘zlar: kovariatsiya matritsasi, marginal ehtimollik, nisbiy xatolik, prior
tagsimot, posterior tagsimot, vaqt gatorlari.



Bayesian state space model (BSSM)

Bayesian state space model (BSSM) qisga vaqgt gqatorlari uchun yugori
ishonchlilik darajasiga ega parametrlarni baholashda state space model (SSM)iga
nisbatan samarali hisoblanadi. Xususan, BSSM noanigliklarni boshqgarish va
parametrlarni kuzatilgan ma’lumotlarga moslashtirish imkoniyatlarini tagdim etadi.
Qisga vaqt gatorlarida ma’lumotlarning dinamik o‘zgarishlarini yaxshiroq aks ettirish
uchun posterior tagsimotlarni (posterior distribution)? tez yangilash imkoniyatlarini
beradi.

BSSM barcha noaniq migdorlarni tasodifiy o‘zgaruvchilar sifatida ko‘rib chigadi
va ehtimollik gonuniyatlaridan foydalanadi. Ushbu modellar signallarni filtrlash va
bashorat gilishda keng qo‘llaniladi. Modeldagi noanigliklarni aniglash uchun
modeldagi barcha parametrlar bo‘yicha posterior tagsimotlar talab gilinadi. Jumladan,
ushbu model o‘zaro bog‘liglik darajasini ifodalovchi kuzatish tenglamasi (observable
or measurement equation) hamda dinamik holat o‘zgaruvchilarini ifodalovchi o‘tish
tenglamasidan (transition equation) tashkil topgan?:

yt= Cxt + Dut + Ut
Xt == Axt_l + But + Wt .

Bu yerda,

v, — kuzatilishi mumkin bo‘lgan erksiz o‘zgaruvchilar vektori;

x; — yashirin holat o‘zgaruvchilar vektori;

u; — kuzatilishi mumkin bo‘lgan erkli o‘zgaruvchilar vektori;

A — kxk o‘lchamli holat dinamik matritsasi;

C — pxk o‘lchamli kuzatish matritsasi

B — kxd o‘lchamli holat kirish matritsasi;

D — pxd o‘lchamli kuzatish kirish matritsasi;

v; ~ N(0,R)—tagsimotdan olingan kuzatish tenglamasi uchun nisbiy xatoliklar
vektori;

w; ~ N (0, Q) — holat tenglamasi uchun nisbiy xatoliklar vektori;

A, B, C va D matritsalar — noma’lum koeffitsientlar matritsalari;

1 State space model (SSM) metodologiyasi 2023-yil uchun moliyaviy bargarorlik sharhida keltirilgan.
2 Posterior tagsimot — ma’lumotlar kuzatilgandan keyin parametrning yangilangan tagsimoti.

3 Beal, M. (2003). Variational Algorithms for Approximate Bayesian Inference. University of Cambridge.
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Q va R — nisbiy xatoliklar kovariatsiya matritsalari.

Kuzatish maydonidagi siljishlarni holat Kirish va kirish kuzatish matritsalarining
parametrlari sifatida o‘rganish mumkin. Yashirin o‘zgaruvchilar kuzatilmaganligi
uchun holat tenglamasi uchun nisbiy xatoliklar kovariatsiya matritsasi Q ni holat
dinamik matritsasi A ga kiritib yuborish mumkin. Natijada, yashirin holat shunga mos
ravishda o‘zgaradi. Ma’lumotlar kuzatilganligi sababli kuzatish tenglamasi uchun
nisbiy xatoliklar kovariatsiya matritsasi R ni kuzatish matritsasi C ga kiritib bo‘lmaydi.
Jumladan, diagonal deb gabul gilingan nisbiy xatoliklar kovariatsiyasi R, p aniqlik
vektori orgali quyidagicha aniglanadi:

R™! = diag(p)

Bu yerda, R —nisbiy xatoliklar kovariatsiyasi, diag(p) —diagonalidan boshga
barcha elementlarini nolga teng bo‘lgan matritsa.

Konjugatsiya (conjugate)* uchun aniglik vektori p ning har bir o‘lchami a va b
giperparametrlar bilan tagsimlangan Gamma tagsimot sifatida gabul gilinadi. p ning
prior tagsimoti esa quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

b¢ _
ppla,b) = TT5=s 555 P8 exp {~bps} .

Parametrlar va giperparametrlar quyidagi ko‘rinishdagi ehtimolliklar bilan
bog‘lanadi:

p(apla) = N(al0, diag(a)™)
p(b(|B) = N(b;|0,diag(F)™)
j=12,..,k
p(ces)|ps,v) = N(c)l0, ps *diag(y)™)
p(d(s) |ps» 6) = N(d(s)lo' ps_ldiag(d)_l)
p(psla,b) = Ga(psla,b)
s=12,..,p.
Bu yerda,
acjy — A matritsaning j ustuni;

b(jy — B matritsaning j ustuni;

4 Konjugatsiya — hisob-kitoblarni yengillashtirish uchun oldingi va keyingi tagsimotlarni bir xil ko‘rinishga keltirish.



C(s) — C matritsaning s ustuni;
d sy — D matritsaning s ustuni.
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Manba: Beal, M. (2003). Variational Algorithms for Approximate Bayesian Inference. University of
Cambridge.

Shuningdek, A matritsaning har bir gatori bo‘yicha o‘rtachasi nolga teng bo‘lgan
dastlabki Gauss tagsimotida aniglik ko‘rsatkichi® (precision) diag(a) ga teng. C
matritsaning har bir gatori bo‘yicha esa, o‘rtachasi nolga teng bo‘lgan dastlabki Gauss
tagsimotida aniglik ko‘rsatkichi diag(psy) ga teng. c. aniglik ko‘rsatkichining
shovqin chigish aniglik ko‘rsatkichiga bog‘ligligi pg konjugatsiya bilan bog‘liq bo‘ladi.
Shunga o‘xshash ustunlarni Kiritish bilan bog‘lig B va D matritsalar gatoriga mos
ravishda yana ikkita giperparametr vektori § va & kiritiladi. A va B matritsalarning
gatorlardagi kovariatsiyalari o‘zgarmaydi. Birog, C va D matritsalar gatorlaridagi
kovariatsiyalar pg ning hisobiga o‘zgarishi mumkin. Agar, A ning j ustuni nolga aylansa
t — 1 vaqtidagi j ustun t vaqtidagi yashirin o‘zgaruvchilarni topishda ishtirok etmaydi.
Ammo, j yashirin o‘lchov har bir vaqt bosgichida ma’lumotlarda kovariatsiya
strukturasini yaratish uchun foydalaniladi.

5 Tagsimotlarda aniglik ko‘rsatkichi dispersiyaning teskarisiga teng, ya’ni ushbu aniglik ko‘rsatkichi hamda dispersiyalarning o‘zaro
ko‘paytmasi birga teng.
3
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BSSM olti bosgichda amalga oshiriladi. Dastlabki bosqich ishga tushirish
bosgichi hisoblanib, bu bosgichda yordamchi yashirin holat ishga tushiriladi hamda
parametrlarning prior tagsimoti (prior distribution)® Kkiritilib, logarifmik marginal
ehtimollik” (marginal probability) Jensen tengsizligi (Jensen’s inequality) yordamida
baholanadi. Ikkinchi bosgich Variational Bayesian M-step (Maximisation) bosqgichi
hisoblanadi. Bu bosgichda, parametrlarning posterior tagsimotlarining optimal shakli
topiladi va tabiiy parametrlar vektori hisoblanadi. Bundan so‘ng, Variational Bayesian
E-step (Expectation) bosgichida yashirin holat o‘zgaruvchilar vektorining tagsimotlari
topiladi. To‘rtinchi bosqgichda logarifmik marginal ehtimollikning quyi chegarasi
bahosi ya’ni F ning giymati hisoblanadi. Beshinchi bosgich giperparametrlarni
yangilash bosqgichi hisoblanib, bunda logarifmik marginal ehtimollikning quyi
chegarasi bahosini oshirish uchun giperparametrlar yangilanadi. Yakuniy bosqichda,
logarifmik marginal ehtimollikning quyi chegarasi bahosi oldingi giymatiga nisbatan
solishtirilib, quyi chegara bahosi ortgan holatda Variational Bayesian M-step bosqgichi
gaytadan amalga oshiriladi. Ushbu quyi chegaraning bahosi oldingi giymatiga nisbatan
ortmay golgunga gadar hisoblash bosgichlari davom ettiriladi.

Ishga tushirish bosqichi

Dastlab t = 0 davr uchun yordamchi yashirin holat x, ishga tushiriladi. Bunda,
yordamchi yashirin holat x, Gauss tagsimoti bo‘yicha tagsimlanib, yordamchi yashirin
holatning o‘rtacha u, va kovariatsiya X, qiymatlari, shuningdek prior tagsimoti
quyidagi ko‘rinishlarda bo‘ladi:

p(xol to, Zo) = N(xo] to,Zo)
to ~ N(uol O, byol)
Yo ~ ?:1 Ga (Zajlﬂ as,, by,)
Bu yerda,
X, — yordamchi yashirin holat;
U — yordamchi yashirin holat o‘rtachasi;
¥, — yordamchi yashirin holat kovariatsiyasi.
Bunda, holat dinamik jarayoni orgali x; ning priori quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

6 Prior tagsimot — parametrlarning ma’lumotlari kuzatilishidan oldingi tagsimoti.

7 Marginal ehtimollik — boshga hodisalarga bog‘liq bo‘Imagan bir hodisaning sodir bo‘lish ehtimoli.



p(x1] to, Zo,0) = f dxo p(xol o, Zo) P(X1] X, 6)
= N(x1| A#O + Bul, ATZOA + Q) .

Soddalashtirish magsadida parametrlar bitta parametr vektoriga 6 =
(4, B, C, D, R) yig‘iladi. Shuningdek, A, B, C va D matritsalarning giperparametrlari
bilan bog‘ligligi quyidagi giperprior tagsimot (hyperprior distribution) orqali beriladi:

a ~ 15, Ga (@)l aay by)
B ~TI¢=1Ga(Bolag) )
v ~ =1 Ga (veplagy byy)
§ ~TII¢=1Ga (8laesy, bes))

Marginal ehtimollik quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
p(ylzT) = f dAdB dC dD dp de:T p(A' B,C,D, P> Xo.T) yl:T)

Modelning parametrlari o‘rtasidagi ba’zi bir shartli mustaqillik hisobiga
dinamika va chiqgish jarayonlari uchun posterior tagsimotlar ganday posterior
tagsimotlarga ajralishini ko‘rish mumkin. Kirishlarni hisobga olgan holda parametrlar,
yashirin o‘zgaruvchilar va kuzatilgan ma’lumotlar uchun to‘liq birgalikdagi ehtimollik
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

p(A,B,C,D,p, xo.r,Y1.7|Us17) =
p(Ala)p(BIB)p(pla, b)p(Clp,v)p(Dlp, 8)p(xol o) Zo)-
HZ:1 p(x¢| x¢—1, A, B,u) p(yel x¢, C, D, p,uy)

Shundan keyin, kirishlarda u,.; bog‘liglik yo‘qotiladi va kirishlar yopiq holatda
goldiriladi. Yashirin o‘zgaruvchilar va parametrlarga bog‘liq q(8,x) tagsimot
kiritiladi. Jensen tengsizligini qo‘llash orgali marginal ehtimollikning quyi chegarasi
baholanadi:

lnp(yl:T) = In (f dA dB dC dD dp de:T p(ArB' C,D,p, xO:Tiyl:T)

>
p(AB,C,D,p.Xo.T.¥1.T) _
JdAdB dC dD dp dxor q(A,B,C,D, p, Xor) In=_7E == = F




Variatsion yaginlashishning keyingi bosgichi parametrlar va yashirin
o‘zgaruvchilar tagsimoti q(-) uchun ma’lum bir tahminiy shakllarni gabul gilish
hisoblanadi. Birinchi navbatda, yashirin o‘zgaruvchilar va parametrlar shartli
mustaqillik asosida ajratiladi:

Q(A,B, C,D, p, xO:T) = qH(A' B: CJD:p)qx(XO:T)
Q(A,B, C,D, P, xO:T) = qAB(A'B) qCDp(C!D' p) qx(xO:T) .

Logarifmik marginal ehtimollik quyi chegarasining bahosini soddalashtirish
uchun shartli ehtimollikning quyidagi xossalaridan foydalaniladi:

qap(A,B) = qg(B) q4(A|B)
dcpp(C, D, p) = q,(p) ap(D|p) qc(C|D, p)

Logarifmik marginal ehtimollik quyi chegarasining bahosi F yuqoridagi
xossalardan foydalanib quyidagi yig‘indiga keltiriladi:

(AlB)
p(pla, ) p( |p, &)
jdpqp<p> Int s fdpqp(p)diqum) s

Clp,
Jdp a,(p) [dD qpr(Dlp) [dC qc(Clp,D) In qi((c||g,)3) _

jde:T qx (Xo.7) Inqx (x.7) + JdB qp(B) fdA QA(A|B)de CIp(P)'

di CID(D|P)de QC(Clp:D)fde:T qx(xo.r) Inp(x9.7, y1.7|A,B,C,D, p) =

F(qx(x0.7),q5(B), q4(A|B), dp (0),ap(D1p), qc(Clp, D))
H(qx(xO:T)) = _fdxo:T‘Ix(xo:T) Ing, (xo.7)

Logarifmik marginal ehtimollik quyi chegarasining bahosi giperparametrlarga
bog‘liq ko‘rinishda bo‘ladi. Ushbu tahminiy posterior tagsimotlarning optimal
shakllarini parametrlar va yashirin o‘zgaruvchilar ketma-ketliklari bo‘yicha har bir
tagsimotga nisbatan F dan olingan funksional xususiy hosilalarni nolga tenglash
yordamida aniglash mumkin.



Variational Bayesian M-step (Maximisation), VBM

Bu bosgichda, Bayesian teoremasini qo‘llash orgali parametrlar bo‘yicha
variatsion posterior tagsimotlar topiladi va bulardan kutilgan tabiiy parametrlar vektori
hisoblanadi. Posterior tagsimot quyidagi ko‘rinishda faktorlarga ajratiladi:

q0(A,B,C,D,p) = TTj-1a(bgy) aacy|bey) o=y a(ps):
q(ds1ps)q(cslps dis))

Bu yerda,
b¢jy — B matritsaning j ustuni;

acjy — A matritsaning j ustuni;

d(s) — D matritsaning s ustuni;

C(s) — C matritsaning s ustuni.

Hisob-kitoblarda zarur bo‘ladigan kirish va chigish o‘zgaruvchilar vektorlarining
ba’zi statistik ma’lumotlari quyidagicha Kiritiladi:

v T T
U= =1 Us U

— VT T
Uy = dit=1Ut V¢
G _ VT T
Y = Di=1Ye Vi

Parametrlarning posterior tagsimotini va tabiiy parametrlar vektorini hisoblashda
qo‘llaniladigan yetarli statistik ma’lumotlar quyidagi tenglamalar yordamida topiladi:

W, = ?:1 < XpoqXpq! > = ZZ:=1 Yeqe-1+ W Weq”
Ga = Nfeq <Xeoq >’ = Nl e u”
M= Y u <x'>=Ylqu o’
Sa = Dt=1 < XeoqXe! > = Yiy Yeoqe + W1
We = Yl <xex," >=X{1 Ve + 0"

T T

— T _ T

G, —Z<xt>ut —Zwtut
t=1

t=1
Se = Yi=1 <X >y =i w0y
A va B uchun posterior tagsimotlar quyidagi tenglamalar bilan aniglanadi:

qg(B) = ?:1 N(b(j)| ZBE(j)r Zp)



qa(AIB) = [Ty N(agyl Za [Say — Gab(jy]: Za)
it =diag(a) + W,
Y31 = diag(B) + U- GL2,G4
B =M"-SI'%,G,
qa(A) = T15.1 Nagyl Za [Sacyy = GaZsbj), £4)
4 = Z4 + ZiG425GTE,

Bu yerda, E(j) — B matritsaning j ustunini, Sa(j) — Sa Matritsaning j ustunini
bildiradi.

Shuningdek, p, € va D uchun posterior tagsimotlar quyidagi tenglamalar orgali
topiladi:

4p(p) = Tli=y Galpsl a+3,b +356ss)
ap(D1p) = ITo=y N(d(s)| Zpdis), ps ' Zp)
qc(CID,p) = Tlo=; N(ces)l Zc [Ses) = Geds)) o5 2¢)
Yc' = diag(y) + W
Y5! = diag(6) + U — GLZ.G,
G=Y— SIy.S.— Dx,DT
D = U,” — SI2.G,
qc(Clp) = H?:l N(C(s)| X¢ [Sc(s) - Gczpd(s)]lps_lic)
Sc = X + G EpGEY,

Bu yerda, d(sy — D matritsaning s ustunini, S¢(s) — Sc matritsaning s ustunini
bildiradi.

Variational Bayesian M-step (Maximisation) bosqgichida kutilgan tabiiy
parametrlar vektori ¢ () hisoblanadi. Keyinchalik ular tizimdagi yashirin holatlar
bo‘yicha q, (x,.7) tagsimotni ko‘rsatadigan Variational Bayesian E-step (Expectation)

bosqgichida qo‘llaniladi. Tegishli tabiiy parametrlar vektori esa quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi:

»() = @(4,B,C,D,R) = [A,ATA,B,A"B,CTR™1C,
R™¢, CTR™ID,BTB,R™%,In|R7Y|, DTR'D, R71D].
<A>=[S,—G,2BTT 3,
<ATA >=<A>T<A> +k[Z4+ Z4G425GE 4]
<B>= B3



<ATB >=3,[S4<B>—-G,{<B>T<B> +kZg}]
<B"™B >=<B>T<B> +k3g

ap + T/Z

<ps>=p; =
by + 5,

_ T Gss
<lIlnp;,>= Inp, = ¥ (ap + E) —In(b, + 7)
< R1'>=diag(p)
<C>= [S;—G:2pDT]T 2
<D >= D3,
<CTR™IC >= < C>T diag(p) <C> +p[2c+2ZcG2pGLEc]
<RIC>= diag(p) < C >
< CTR™ID >=3;[Scdiag(p) <D > — G, <D >T diag(p) <D > —pG:2p]
<R™D >= diag(p) <D >
<DTR™D >=<D >T diag(p) <D > +p%p.

Bu yerda, <-> — keyingi variatsiyaga nisbatan kutishni bildiradi.

Variational Bayesian E-step (Expectation), VBE

Yashirin holat o‘zgaruvchilari vektori x, ning posterior tagsimoti vaqt
bosgichlari bo‘yicha birgalikda Gauss tagsimoti kabi bo‘lib, yashirin o‘zgaruvchilar
vektorining logarifmik posterior tagsimoti quyidagi ko‘rinishda ifodalanadi:

Ing,(xo.r) = —InZ + <Inp(4,B,C, D, p, Xo.7, Y1.7) >
= —InZ'+ < Inp(xy.7, 1.7 4,B,C, D, p) >
Z’ = fde:T exp < lnp(XO:T'yl:Tl A'Br CrDrp) >
T

Iz’ = > In¢'o)
t=1

1} 1 —1 v T -1 Ty—1
Ind, (y¢) = _§[< In|2nR| > —In 2208512 | + peo1ZioqMe—1 — Mg 2 He

+yI' <R 1>y, -2y <R™D >u, + ul <D'R™ID >u,
— Ctie-1— < A"B>u) I Clie—1— < ATB > uy) .

Kuzatilgan ma’lumotlar berilgan t vaqtdagi yashirin holatga nisbatan a,(x;) t
vagtgacha (t = {1, 2, ... ,T}) posterior bo‘ladi. Shu bilan birgalikda, a.(x;) yashirin
holatning filtrlangan o‘rtacha p, va kovariatsiyasi Z; aniglanadi:



ar(xe) = p(xe| Y1:e) -

Shuningdek, a;(x;) oldingi a;_,(x;—,) bilan rekursiyani quyidagi ko‘rinishda
hosil giladi:

P(xe—1| Y1.e-1) DCeel xe— )P (Ve | x¢)
PVel Y1:-1)

a(x;) = fdxt_1

1
= dx 14 (x _ ) x| xo x
ct()’t)J t-1@—1(Xe—1) P (Xe| X¢—1) PVe| x¢)
1
B fdxt_lN(xt_ll Me—1, Ze—1) N(xe| Axe—1, 1) N(ve| Cx, R)
e (ve)

= N(x¢| e, Z¢)
Buyerda, {;(v;) = p(y:| y1..—1) belgilash filtrlangan chigish ehtimolini beradi.

iy = Sk FATA)
Xio1 = Ziq[Zetimeg + ATx¢]
Zt = [I + CTR_1C - AZZ_IAT]_I
Wy = Z¢ [CTR_l)’t + AZZ—12;—11Ut—1]-

Har bir bosgichda a;(x;) ning mahraji sifatida olingan normallashtiruvchi
doimiy {;(y;) ma’lumotlarning ehtimolligini hisoblashga yordam beradi. Bunda,
doimiy ma’lumotlar ehtimolligini quyidagi shaklda yozish mumkin:

pir) = pIpO2l y1) - pOel Yie-1) o Dl Y1r-1) =
p(y1) HZ:Z PYel y1:6-1) = H§=1 G (Ve)
t(e) = Nl @, &p)
& = (RT1=RICx,CTR"H?
oy = §RTICI AT E e -

Ushbu tagsimot yordamida ketma-ketlikda oldingi kuzatuvlarni hisobga olgan
holda, har bir kuzatuv y, ehtimolligi kuzatiladi va ma’lumotlar kelishi bilan har bir vaqt
bosqgichida prognozli o‘rtacha va dispersiya olinadi. Birog, bu tagsimot yashirin holat
ketma-ketligi tekislangandan so‘ng o‘zgaradi. Barcha ma’lumotlar berilgan yashirin
holat ustidan posterior bo‘lishi uchun yashirin holat tekislangan bahosi y aniglanadi.
Shu bilan birgalikda, y,(x;) = p(x¢|y;.r) Yyashirin holatning tekislangan bahosi
quyidagicha ifodalanadi:

10



Ye(xe) = p(xel yir) = J dxerq P(Xes Xeg1| Yio1)
= f Axer1 el Xp41, Y1.r)P X1 Ya.7)

= J Axeyq D] Xeg1, Y1.0)P K| Yoo7)

_ jdxt+1 POl ¥1:0)0Ccpa | xt)
Jdx'e p(x'e] y1.00p (x| X't)
= fdxt+1 r{%e) Pesa |Xe) Yes1 (Ce1)
fdx't ar(x's) pOpyqlx’s)
Ye(xe) = NQOe| wg, Yee)
K, = (Yt_+11,t+1 + AZ;AT)_l
Y = [Z;_l - ATKtA]_l
we = Y [Z7 0 + ATKt(Yt_+11,t+1(Ut+1 — ATz )]

p(xes1l Yir)

Bunda, t, y; vaqtidagi ma’lumotlar filtrlangandan so‘ng yashirin o‘zgaruvchilar
o‘rniga a;(x,) dan foydalaniladi.

Turli vaqt nugtalaridagi holatlarni baholash uchun parallel rekursiya B;(x;) =
P (Ve41.7|%¢) hisoblanadi:

Be—1(xe—1) = fdxt POl %) DGl x)P Ve | X)) =
fdxt p(xe| xe—1) PVel x¢) Br(xe) 0 N(Xe—1]| Ne—1, Pe-1) -

Br(x7) =1 yakuniy shartni ganoatlantirish uchun ¥;~' = 0 ko‘rinishida
ifodalanadi. Rekursiya t = T dan t = 1 gacha davom etadi. Bu rekursiyaning oxirgi
bosqgichida, yordamchi yashirin holat o‘zgaruvchisi x, ga bog‘liq bo‘lgan barcha
ma’lumotlarning ehtimolligi aniglanadi:

p* = (I+CTR'C+y, H!
llut_l = [ATA — AT lPt*A]_l
Ne-1 = ¥ ATlpt*[CTR_l% + ‘Pt_lnt] .

Yuqoridagi formulalardan foydalanib, t = 0 dan t = T gacha {n,, ¥;}'_, lar
hisoblaniladi.
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Variational Bayesian yondashuvida marginallarni ketma-ket o‘tish bilan
osongina olish mumkin emas va ular o‘rniga a va § ma’lumotlar quyidagi tarzda
birlashtirish orgali hisoblanadi. Xususan, t = {0,1,2,...,T — 1} uchun wy, Y, larni
quyidagicha hisoblanadi:

p(x¢| y1.1) 0 p(Xe| 1. )P Vg1l X)) =
ae(x) Pr(xe) = N(x¢| we, Yer)
Yt,t = [21?1 + lpt_l]_l
w; =Yy [Zt_1Ut + ‘z”t_lm] .

t = {0,1,2,...,T- 1} uchun barcha kuzatuvlarni hisobga olgan holda yashirin
o‘zgaruvchilar vektorining o‘zaro Kovariatsiyasi Y, ., €sa, quyidagicha aniglanadi:

— y*pAT
Yt,t+1 - z:1.“4 Y‘t+1,t+1'

Logarifmik marginal ehtimollik quyi chegarasining bahosini hisoblash

Logarifmik marginal ehtimollikni to‘g‘ridan-to‘g‘ri hisoblash murakkabligi
sababli, uning quyi chegarasini baholab logarifmik marginal ehtimollik quyi
chegarasining bahosi sifatida F olinadi. Logarifmik marginal ehtimollik quyi
chegarasining bahosi ham murakkab funksiya bo‘lganligi uchun bir nechta bosgichdan
o‘tish orgali, logarifmik marginal ehtimollik quyi chegarasining bahosi soddaroq
ko‘rinishdagi yig‘indiga keltiriladi.

KL (Kullback-Leibler) bir xil o‘zgaruvchilar bo‘yicha ikki normal yoki ikki
gamma taqgsimot orasidagi farq hisoblanib, / va K o‘zgaruvchilar juftligi uchun
quyidagi tengliklardan foydalaniladi:

B q(/)
kL) = [ 47q0) ln—pg& .
B q
KLUIK) = [ @] qUIK) TS

< KLJIK) >qu0) = de q(K) KLJ|K)

Bu yerda,
KL(J) — KL farqi,
KL(J|K) — shartli KL,
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< KL(J|K) >4k — kutilgan shartli KL.
Bu tengliklardan foydalangan holda, F ni quyidagi ko‘rinishda gayta ifodalash
mumeKin:

F = —KL(B) — < KL(A| B) >q(B)~— KL(p) — < KL(D| p) >a(p)~
< KL(C' P, D) >q(p,D)+ H(qx(xOT)) +
<Inp(xy.1, 171 A,B,C, D, p) > q(AB,C,D,p)q(x1.1) -

H(qx(xO:T)) = - fde:T qx(xo.7) Ingy (xo.7) =

— f dxo.r qx(xo.r)[—InZ" + <Inp(xo.r,y1.7| A, B,C,D, p,10,2Z0) >q,(a5,c,0.0)]
= InZ" — <Inp(xo.7,¥1.7| A, B, C, D, p, 1o, Z0) >qy(a8,0.0,0)q:(x0)

H(q,(xo.r)) dan foydalangan holda F ning tenglamasi quyidagi sodda
ko‘rinishga keltiriladi. Bu esa, F ni hisoblashda qulaylik yaratadi:

F = —KL(B) —< KL(A| B) >,— KL(p) =< KL(D| p) >4(p)—
< KL(C' Joi D) >q(p,D) +In Z'.
Giperparametrlarni yangilash

Giperparametrlar a, B, vy, &8, a, b, shuningdek X, va u, ko‘rinishidagi oldingi
giperparametrlar marginal ehtimollik bo‘yicha pastki chegara bahosini maksimal
darajaga ko‘tarish uchun yangilanadi. Bunda, giperparametrlar quyidagicha
yangilanadi:

1
aj " [kEa + 2415454~ 26, < B>T S, +
Ga{kZp + < B >T< B >}G,"] 4]}
1
-1
Bt < zlkZp+ <B >T< B >];;
1
Vj_l < E[pzc + 2 [Scdiag(p)Se” — 2Scdiag(p) <D > Ge' + pGeEpGe' +
Gc <D >T diag(p) <D > GCT] Zcljj

1
571« E[pZD + < D > diag(p) < D >];;
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Bu yerda, [-];; — [] matritsaning (j, /) elementini bildiradi.

Oldingi prior tagsimot ostidagi yashirin holat ketma-ketligining ehtimolini
maksimal darajada oshirish uchun, yordamchi yashirin holatning giperparametrlari x,
ning tekislangan bahosining tagsimlanishiga muvofiq o‘rnatiladi:

Lo < Yoo

Ho < Wy

Chiqish shovqini bo‘yicha prior tagsimotni boshgaruvchi giperparametrlar a va
b esa R = diag(p) tenglamaning belgilangan nugtalariga o‘rnatiladi:

Y(a) = Inb +%Zleln ps

1 _ 1 p —
; - p_azg=1ps

Logarifmik marginal ehtimollikning quyi chegarasi bahosi giymatlarini
taqqoslash

Logarifmik marginal ehtimollikning quyi chegarasi bahosi aniglangandan so‘ng,
yakuniy bosgichda ushbu bahoning bir davr oldingi giymati bilan o‘zaro solishtiriladi.
Agar, quyi chegara bahosi bir davr oldingi giymatiga nisbatan ortgan bo‘lsa,
Variational Bayesian M-step bosgichidan boshlab gaytadan hisob-kitoblar amalga
oshiriladi. Ushbu takrorlanish quyi chegara bahosi ortmay golgunga gadar davom etadi.
Bunda, logarifmik marginal ehtimollikning quyi chegarasi bahosi oldingi giymati bilan
solishtirilgan holatda ular orasida farg bo‘Imasa, logarifmik marginal ehtimollikning
quyi chegarasi bahosi optimal giymatga erishgan hisoblanadi. Bu davrga kelib,
giperparametrlar orgali parametrlar ham o‘zining optimal qiymatiga erishadi.
Aniglangan parametrlar va mavhum o‘zgaruvchilardan kelib chiqib, kuzatilishi
mumkin bo‘lgan erksiz o‘zgaruvchi Y baholanadi.
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